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Maximum Stress Intensity Factor for a Circumferential C 
            in a Finite Length Cylinder 
     under Transient Radial Temperature Distribution
rack
Toshiyuki MESHII and Katsuhiko WATANABE
   A method to evaluate the stress intensity factor of a circumferential crack in a finite length 
cylinder under  non-linear radial temperature distribution, considering the effects of various  struc-
tural parameters such as cylinder length and edge restraint, is shown. The method was derived by 
combining the simplified methods to evaluate the stress intensity factor for the crack under linear 
temperature distribution in the radial direction and under non-linear stress distribution on the crack 
surface, both previously developed by the authors. By applying the solution of transient radial 
temperature distribution for a cylinder which is suddenly cooled from inside, the maximum transient 
stress intensity factor of the crack under this temperature change was discussed. The maximum 
transient stress intensity factor increased and showed a peak as the crack becomes longer. In 
addition, the stress intensity factor was strongly affected by the cylinder length, and the stress 
intensity factor for a long cylinder was not  necessarily larger than that for a short one. 
Key  Words  : Fracture Mechanics, Stress Intensity Factor, Thermal Stress, Weight Function, 
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1.緒 言
円筒の内表面における環状き裂(円筒環状き裂)は,
内部が急冷され ることによる繰返 し熱荷重を受けると
き,き裂が長 くなるにっれて停留傾向を示すことが知
られているロ 》.しか しその原因については未だ十分
には明らかにされておらず,こ の経験的事実の解明に
はまず当該き裂の応力拡大係数(K値)が 示す特性 を
把握することが必要 となる。そ してその際,円筒形状,
端部拘束条件,さ らには過渡温度場等 もK値 に影響を
及ぼす ことか ら,これ らの影響 を考慮に入れた当該K
値の示す特性を系統的に把握できるようにすることが
重要 となる.
筆者 らはこのようなことも考えに入れ,先 に第一段
階として端部を回転拘束 された薄肉円筒における環状
き裂の半径方向線形温度分布のもとで生じる熱応力下
K値に対する,そ のK値 のき裂位置,き 裂長 さ,円筒
長さに対 して示す特性を容易に,し かも系統的に検討
することを可能 とする簡易評価式を理論的 に導いた
(2),(3).そ して この簡易評価式による検討を通じて,i)
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き裂が円筒長さの中央に位置するとき当該K値 は最大
となること{3),ii)き裂が長 くなるにっれ 当該K値 は
増加後極大値 を示 しその後減少すること(2),111)円筒
長さH=ガ β(Qは薄肉円筒を弾性支持梁に置き換える
際に用いる量で,そ の定義は付録に示 してある)の と
き当該K値 は最大 となること(4),を示 した.
ところで冒頭に述べた内面が急冷 されるよ うな急
激な過渡温度変化を伴 う問題 においては温度分布は
非線形 とな り,こ の影響を加味 して当該K値 を評価
することが必要 となる.こ の問題 については過去に
Niedらが無限 円筒を想定 し,外 面を断熱 され た一
様温度の円筒内面が熱伝達率無限大で急冷 される場
合の環状 き裂の過渡K値 を解析的手法に より求めて
いるが{5},強度評価の際に重要 となる過渡最大K値
の特性にまでは言及 していない.ま た上記iii)の線
形温度分布の仮定のもとで長い円筒 中当該 き裂のK
値が短い円筒 の場合よ り小 さい とい う事実は,過 渡
温度変化の もとでの当該き裂の最大K値 について も
円筒長 さが及ぼす影響 を適切に評価する必要性を示
唆 している.
そ こで本論文では先に導いた,各 種構造パラメー
タがK値 に及ぼす影響を容易に評価可能とす る,線 形
温度分布下のK値 簡易評価式(ZDと円筒環状 き裂の内
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面に任意分布の応力が加えられるときのK値 評価 を可
能 とす る重み関数(6)を組み合わせ所用のK値 を計算
可能 とする方法を示 し,その後構造パラメー タ,熱伝
達率を変化 させ過渡最大K値 に関する基本特性を検討
した.
以下は じめに,半 径方向一次元温度分布T(η)が与
えられているものとしてK値 を計算する方法にっいて
述べ,そ の後外側を断熱された一様温度の円筒内面に
低温の流体が注入され る問題の過渡温度場解析解につ
いて説明する.そ の後両者を組み合わせ,各 種構造パ
ラメータおよび熱伝達率が当該き裂の過渡最大K値 に
及ぼす影響を検討する.
2.過渡一次元温度分 布下円筒環状 き裂のK値
2・1一 次 元 温 度 分 布 下 円 筒環 状 き裂 のK値
検討対象 とするのは,図1の 端部を回転拘束 された円
筒の長 さ方向中央位置に環状き裂があり,そ の円筒に
半径方向一次元温度分布T(η)が与えられた場合に生
じる熱応力下のK値 である.
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Fig.1Acylinderwithacircumferentialcrack
underarbitrarilyradialtemperaturedistribution
この とき,τ(η)が線 形 分 布 で あ る場 合 に は,所 用
のK値 κ。γ,は次式に よ り評価 でき る(2),{a}.
Key,一圖(一 ルfr
Z)痂 ・呵
による純曲げ下無限長片側き裂梁のコンプライアンス
増分,β,Dは 各々弾性支持梁で系の特性値と呼ばれ
る量,薄 肉円筒の軸対称曲げに関する剛性であ り,付
録にその定義 を示 してある.
また薄肉円筒の 嘱 は次式にて定義 される線形温度
分布のみにより定まる,自 由膨張時の熱変形 と等価な
変形を与えるモーメン トを表 し,以下熱変形相当モー
メン トと称する.E,a,Vは各々ヤング率,線 膨張係
数,ボ アッソン比である.
嘱 二1鷺 ∵τη吻 (3)
さて,こ こで はT(η)の分布 が非線 形 とな る場合 を
考 え,そ の 取 り扱 いに あ た っては 式(1)を導 い た際 の
基本 的な考 え方(2),f3)に立ち戻 り,非 線形性 の影響 を
加味 してい くこ とにす る.す なわ ち非線 形 分布の場 合
のK値K、 ア,が最終 的に求 めたい もの であ るが,こ れ は
重ね 合 わせ の考 え方 に よ り,図2(ii)の自由膨 張時 の
K値KfreC'と,この 自由膨張 時に生 じる端部 に生 じる端
部回 転角e,,er1を打 ち消 す た めに端 部 にモ ー メ ン ト
(-Mrl),(一ム42)を加 える図2(iii)のK値K,の和 と して求
め ることがで きる点 に着 目す る(な お 図2,図3で は
この考 え方 が軸方 向任 意位 置 の環状 き裂 に対 して も成
り立っ との観 点か ら,一 般 の場 合 を示 してい る).す
なわ ち,
κ、、,=κか。e+Kr(4)
?
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coshQH-cosβθF
cv!(・・shβθ一C・Sβの ÷μ)・△λ(・i血卵 ・・in/3H)
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ここに,{}内 の項 は(-M,)を受 ける純 曲げ 下片側 き裂
梁のK値 評 価式 であ りF ,N(ξ=α〃のは有 限幅補正 関数,
Z=解16は 断面 定数であ る.ま た温 は き裂が入 るこ と
π η♪
"'.
(-M,),(-B1,)
erg(-M r2),(-6i1)
=(ii)K
free+(揃)K7
Fig.2Principleofsuperposition
そ して 自由膨 張に対す るK値KJreeにつ いて は,自 由
膨張 時の変形 が,Duhamelのアナ ロジ(7)によ り図3(b),
(d)に示す端 面 に応 力 分布QM,6pを負 荷す る場 合 と,
き裂表 面 に応 力 分布qレ,Qpに対応 す る図3(c),(e)中
の実線 で示す表面 力を負荷 す る場合 の変形 の和 と等価
で ある こ とに注 目す る.こ こに,QM,Qpは 平 均 温 度
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を τ。,,とし て 式(5),(6)にて 各 々 与 え ら れ る.
σ〃=Eα 【T(η)‐Ta　R]1(1-V)
σ。=Eα ㌦!(1-v)
?
?
〜
?
??
?
?
この 平均 温度7し。Rは半径 をrと して,次 式 にて 定義
され る.
_...............................7
この とき,図3(d),(e)の,一 様 な 分布 力 がK値
に及 ぼす 影響 は互 い に相 殺 され るの で,結 局 平均 温
度 か らの偏差 温度 分布 に起 因す る図3(b),(c)の場 合
を検討 してお けば十分 であ るこ とがわ か る.
ここでSt.Venantの原理 を念頭 にお き,応 力分布6M
がき裂先端 の応 力場 に及 ぼす影 響 を考 え ると,図3(b)
のK値Kjrnebにつ いて は鰯 によ り定 ま り,そ の値 が式
(3)にて 与え られ るモー メン トM,の み を端部 に作用 さ
せ る場 合 に等 しい と考 えて よい が,図3(c)のK値1g。C
につ いて は非線 形 温度 分布 に対応 す るQM分布 の非線
形性 の影 響を正 しく評価 す る必 要が ある.従 ってKfiee6
にっい ては端部 に軸対称 曲げモ ー メン トを加 える問題
のK値 簡易評 価式(2)を用い る こ とと し,KfreeCにっい
ては先 に導い た重み 関数w(6》を用 い次の よ うに評価す
るこ ととす る.
κ卿=卿 ・修 飢(ζ)}(8)
K麺一艦1回w(鱒(9)
吻はき裂がない状態で両端に等 しい軸対称曲げモーメ
ン トを受ける円筒のき裂相当位置に生じるモーメン ト
の外力モーメン トに対する減衰率,wfはき裂位置にお
けるき裂が入ることによるモーメント再配分率 く低下
率)と して定義 された量であ り(2),本論文の末尾に
付録 としてその具体式を示 してある.
ま た,Krに つい て は き裂 か ら離 れ た端 部 の変 形 を
扱 うの であ るか ら,検 討対象 と してい るh,=h2=H/2
の場合 には応 力場 を等価 なモー メン ト(一ルit)=(-Mr/)=
(-M,2)を与 える線形応 力場 に置 き換 えて考 える ことが
でき,Krは結局次 式で与 え られ る{2).
隔 磯 認 織 牽{←M,Z)砺馬(ξ)}
(10)
下付 き記 号の付 い たλは 円筒 の 軸対称 曲げ にお い て定
義 され るコンプ ライア ンス と して定義 された 量であ り
(Z),本 論 文の 末尾 に付 録 としてそ の具体 式 を示 して
あ る.
以上 よ り所用 のK値1(。y,を与 える式(4)は,式(8),(10)
を整理す るこ とに よ り次 の よ うに書 けるこ とにな る.
κ、ソ=κ加+Kfieeb+K　‐Kfreec+Kfbr(11)
κ固 パ{←M,Z)痂・畷 tie)
㌦;-2砂 △λi…h躍 一… 碑+・i面卵 ・i・瑚1
{[sinhβθ「+sinβ臼「+β0・△λ(coshβθ+cos/3H-2)】×
(cosh/3H-COSβθ+、βD・飢(sinhβθ+sinβの 】}
(13)
2・2過 渡 一 次 元 温 度 分 布 解 析 解 と 過 渡K値
外側 を断熱 された初期 温度零 の円筒(内 半径r;,外 半
径r。:単位m,熱 伝 導率孟W1(m・K))内面 に2dT低 温
の流体 が熱伝 達率hW/(mZ・K)にて注 入 され る問題 の時
刻 τs,半径rmに おけ る温度T(z,r)の解析 解は小 泉 ら
によって求 め られ てお りω),次式 にて与 え られ る.
T(z,r)一剛 レ》 圃 の蒜 畿 舞言]
(14)
た だ し,x=hlnllm,㎡ ま温 度 伝 導 率m2/sで あ り,
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上式中の各係数は次の ように与えられる,
Fo{dnr)=bnJo(dnr)‐anYo(dnr)
Qn=do/1(d　r,)+x/o(d　r,)
わ　=d.Y,(d。ろ)+X}る(d。つ
Cn=d.」 重(4論)
en=dn}1(d。r　)
(15)
こ こにJR,.liは各 々0,監次の第1種 ベ ッセ ル関数,瑞,
Y,は各 々0,1次 の 第2種 ベ ッセ ル関数 であ り,d.は
次式 の正根 を表す.
anen-bnCn;0(16)
こ こで,温 度T(T,r)が流体 と円筒 の初 期温度 差2dT
に比例 す る点に注 目したい.
式(14)にて求 まる温度T(z,Y)を式(5)に代入す る こと
に よ り式(9)にてKfee、を算 出す る際 に用い る時 々刻 々
の応 力6Mfが求 ま り,ま た このT(z,r)を式(3)に代入 す
るこ とに よ り1㌦rの算 出に用 いる時 々刻 々の熱変形 相
当モー メ ン ト 嘱 が求ま り,そ して式(11)によ り1張.、
とKfirの和 と して所用 のK値Kty.,が求ま る ことに なる.
3.有限円筒 内表面環状 き裂の
過渡 一次元温度 分布下最大K値
3・1過 渡 温 度 分 布,K値 解 析例 ここで は例
として 円筒 半径 肉厚 比R,,,/W=9.5,肉厚W=10mm,
初 期温度零 の 円筒 内面 に2dTegoo℃低温 の流体 を時
刻T=0か ら熱伝 達率h=・ 。W1(m2・K)で注 入す る問
題 の過渡 温度 分布 を式(14)にて求 め,そ の後長 い 円筒
中無 次元 き裂長 さa/W=0.5の環状 き裂 に対す る過渡
K値 を式(11)によ り計算 し,Niedらの解 析結果{S)と比
較 を行 った.円 筒長 さと してLabbensら{9}が指摘す る,
長 い円筒の仮 定が成 り立つ値H/W=5/(βの を選 定 し,
円筒 の材 料定数 はSUS316を想定 し,E=t98GPa,α=
16x10"61/K,v=0.3,A=12.7W/(m・K},x=3.61mmZ/s
と した.
この場 合 の過渡 温度 場 は式{14),G5)にてh→ ・・と
す るこ とに よ り,次 式 として与 え られ る.
τ(τ,r)1(-2△T)=
1一薯離41のπ垢(芒腸1驚 響
(i7)
こ こにdRは次式 の正根 を表す.
垢(4。っ琴@る)一}6(dor;)J,(d　ro)=0(18)
式(18)にてa.は 内 ・外半径r;,r。によ り定 ま るので あ
るか ら,内 ・外 半径 が与 え られ ている場合 に過渡温度
場 は 式(17)によ りKZ,そ して これ を 無 次 元 化 した
FourierNo.=κが7。2(あるいはκ〃r、2)によ り整理 でき
る点 に留意 したい 。
式(17)によ り計 算 し た 内 ・外 半 径 に お け る 過 渡 温 度
T(r,r,),T{z,r。)およ び 時 々 刻 々 の 平 均 温 度7》,8(⇒を 図
4に 示 す.温 度 分 布 が2dTに 比 例 す る こ と よ り,2dT
で 無 次 元 化 し た 値 を 示 し て あ る.ま た こ の 温 度 分 布 を
も と に,過 渡 熱 変 形 相 当 モ ー メ ン ト(-M,)を式(3)に よ
り 計 算 し た 結 果 を 図5に 示 す 、 結 果 は 次 式 で 表 さ れ る
内 外 面 温 度 差2dTの 線 形 温 度 分 布 に 対 す る 熱 変 形 相
当 モ ー メ ン ト(-M,)dTによ り無 次 元 化 し て あ る.
EaATW2- ...............................................(19)1
v6
自OD
d
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ヌ ーo,2
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ぎ!'
㌧
ti1.
d
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ミ ー0,8、
ご
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⊂卜 …
T(s,ア,)
112dT
7(τ,ア 。)
2dT
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Fig.4Transienttemperaturedistribution
(Rノ〃=95,W=10mm,h=○OW!(m2・K))
1.0
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Fig.5Transientequivalentthermalmoment(一ルf,)
(Rノ 躍=9.5,W=10mm,h=coW/(m2・K))
この図 よ り,T=2.38secにお いて(-M,)/(-M,)dTが最
大値0.956を示 す様子 が読み とれ る.そ して 図4よ り
この時刻が 円筒外 面温度Ti(t,r。)と平均 温度Tang(z)の差
が最 大 とな る時刻 とほぼ対応 してい るこ とが読 み とれ
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る.な お,(-M,)/(-M,)dTはE,α,uおよびdTの 影響 を
受 けない こ とに注 目 したい.
次 に長 い円筒 中,グ 躍=0.5の 環状 き裂 の過 渡K値
κ。ア,を式(11)によ り計 算 し,こ れ をNiedらの解析結 果
κ坪泌51と比 較 した結 果 を図6に 示す.整 理 に際 し,次
式 にて与 え られ るKrMazによ り無次元化 している.
κ一 ・凡ジ{(-M,Z)一痂 ・馬(ξ)} tzo>
このKrMaxは過渡 温度分布T(η)から式(5)によ り求 まる
砺 を等価 なモー メ ン トM,を 与 え る線形応 力分布 に置
き換 え時 々刻 々のK値 を式(1)によ り評 価す る場合 の
過 渡最 大K値 を,(-M,)の最大 値(-M,)A4axによ り評価 し
た もので あ り,所 用 の過 渡最 大K値(κ、♪,)nmXを上述 の
線 形 化 に よ り簡 易 評 価 した もの と位 置 付 け られ る
((一ルのM。sによ る簡 易評価).い うまで もないが,温 度
の線 形 分布 か らの ズ レが 小 さい,す なわ ち傷 の分 布
がほ ぼ線形 と見な し得 る場合 に は,K,Maxは(K、1').fluxそ
の もの と見な し得 る量 とな る.
ここでは このKtMa.による無次元整理 に よ りE,α お
よびdTの 影響 を受け な くな るこ とに注 目した い.
3・2過 渡 最 大K値 次 に 円 筒 半 径 肉 厚 比Rq/W=
10.5,肉厚w=10mm,ア ス ペ ク ト比H/W=4,π 〆(β躍),
5ノ(βの,初 期 温 度 零 の 円 筒 内 面 に2dT=100℃ 低 温 の
流 体 を 時 刻z=0か ら 熱 伝 達 率h=0.465,1.16,11.6,
・・kW!(m2・K)で注 入 す る 問 題 の 過 渡 最 大K値 を 無 次 元
き 裂 長 さa/W=a.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6に対 し求
め た 結 果 を 図7に 示 す.材 料 定 数 は3・1節 と 同 一 の
も の を 用 い,結 果 の 整 理 に は 次 に 定 義 す るKeT,BiotNo.
=乃曜1、4を用 い た .
塩・・響 研 (21)
図7よ り過 渡最 大K値 が熱伝 達率,円 筒長 さに よ ら
ずき裂が長 くな るにつれ極大値 を示す ことがわか る.
そ して熱伝 達率が 大き くなるほ どき裂長 さに対す る過
渡最大K値 の変化 が顕著 にな る(図7に て ピー クが顕
著に現れ てい る)こ とが わか る.ま た緒言 にふれ た よ
うに線形 温度分布 の場合 に長 さH=が βに対 し当該K
値が 最大 とな るこ とを先 に導 いて い るが(3),温度 分
布の非線形性 を考 慮 した場合 に もH=が βの(Key,)Maxが
長い 円筒 の仮定 を満足す る とい われ てい るH=5//3の
(κ、♪,1,tlosより大 きい こ とがわ かる.
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図6よ りまず,式(11)によ る過渡K値Key,とNiedら
の解析 結果 が4%以 下の差 で一致 してい る ことが わか
る.ま た図6よ り過 渡K値 κ。ノ,はT=256sec,すなわ
ち(-M,)Mazが生 じるr=2.38secとほぼ同時刻 に最 大 と
な るこ とが わか る.ま た,(Key,)Mo/KIMas‐.978であ り,
この場合(-M,)Mαに よ る簡 易 評価 に よ り実用的 な評 価
が でき るこ とがわ かる.
Fig.7Maximumtransientstressintensityfactor(κ`
ア,)Mas
(R,,,/W=10.5,W=IOmm)
次 に過 渡最 大K値(κ。,)Ma、を先 の(-M,)MaXによる簡 易
評価K値 瓦M。x(式(20))によ り無 次元整理 した結果 を
図8に 示 す.
図8よ り,簡 易評価 値は長 い き裂(u/W≧0.6)に対
して は安 全側 の評価 を与 えるが,短 い き裂(0.1≦u/W
<0.6)に対 して は最 大50%程 度危 険側 の評価 とな る
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ことが読み とれ る.ま た(」Kcメ)〃。ノκ肋 が短いき裂に対
し熱伝達率の影響を強 く受けることは,き 裂が短い領
域で温度分布の非線形性の影響を強く受けることを示
している.そ してこの温度分布の非線形性の影響が短
いき裂に対 し顕著に現れる原因は,K値 に寄与するき
裂面上の応力分布 と肉厚全断面で線形化 した応力分布
との差がき裂が短い程大きくなることが原因であると
考えられる.
またき裂が短い とき円筒長 さにさほど影響 されない
こともわか り,逆 に長いき裂については温度分布の非
線形性にさほど影響 されないが,円 筒長さの影響が大
きくなることが読み とれる.
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4.結
?
o.s
円筒環状き裂の過渡一次元温度分布下K値 の計算手
法を導き,その後当該き裂の過渡最大K値 を伝熱条件,
円筒長 さを変化 させて試算 した.そ の結果,過 渡最大
K値は伝熱条件,円 筒長さによらず,き 裂が長 くなる
にっれ増加 し,極大値を示 した後減少する傾向を示 し
た.こ れはき裂の停留傾向に対応するものである.
またこの過渡K値 は円筒長 さの影響を受け,長 さH
=がβの場合の当該K値 が長い円筒に比べ大きくなり
うることを示 した.
この過渡最大K値 を過渡最大熱変形相当モーメン ト
(-M,)醒。sにより評価す る簡易手法は,長 いき裂(a/W≧
0.6)に対 しては安全側の評価を与 えるが,短 いき裂
(0.1≦グ研く0.6)に対 しては最大50%程度危険側の
評価であることがわかった.
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付 録
本論文中に現れる下付き記号を付 したコンプライア
ンスλは,図A豆 左の軸対称曲げモ._._メン トを受ける
円筒を置き換えた図A1右 の両端にモーメン トを受け
る弾性支持梁問題 において定義 されるコンプライアン
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ス であ る.弾 性 支持 梁 の バネ 定数kは,形 式 的 に 曲
げ剛 性EIをDeEび/12(1一ノ)とし,次 式 に よ り与 え
られ る(勒.
た=4β・D;グ=4銑(A1)
m
ここに,R餌:平 均半径,W:肉 厚,E:ヤ ン グ率,V:ボ
ア ッソン比,で あ る.βは長 さの逆 数の次元 を有す る.
このβを用 いる こ とに よ り,Hetenyiが弾性 支持 梁に対
し導い た コンプ ライ ア ンス{量1,を円筒用 に書 き換 え,
図A2に 示 す弾性 支持 梁が左端 で 曲げモー メン トを受
け る ときの コンプ ライ ア ンスλげ,bfが次 の よ うに書
け る(2}.
ref1QD・c灘1認 、(A2)
福=あ ・sinhAc°sA+sinAc°shAsinhZA‐sin2A;A二 禦 …・ (A3)
また長 さHの 円筒の両端に等 しい軸対称曲げモーメ
ン トを加える場合の荷重端回転角に関するコンプライ
アンスλ卿 は次式により与えられ る(2)
λ卵=あ 諜 ≡叢(A4)
これ らの コンプ ライア ンスを用 いる ことに よ り,両
端 に等 しい軸対 称 曲げモー メ ン トを受 け る円筒 の き裂
相 当位 置(図Al左 に てM,=M1=Mの 場合 の円筒 長
さの中央位置)に お け るモ ー メン トの外力モ ーメ ン ト
に対 す る減衰 率吻を次式 にて表 す ことがで きる.
吻=ル1λ げ(A5)
また,き 裂が 入る こ とに よ りこの減衰後 のモー メン
トかMに 再配 分が生 じる.こ の再配分 率 吻は次の よ
うに書 ける量 であ った(2).
レ/=λげ!(λ・げ+△の(A6)
なお 本 文中 の計算 に用 い た有限 幅の補 正係 数FM,
純 曲げを受 ける無限長 梁 のき裂が入 る ことに よる ゴン
プ ラ イ ア ン ス の 増 分 と し て 与 え ら れ る バ ネ の コ ン プ ラ
イ ア ン ス 』λの 具 体 式 は,そ れ ぞ れ 次 の 式(A7)ロわ,
(A8)iis}であ る.
Fir(ζ)=1.122-1.40+733ξ2-13.083+14.0°...._(A7)
△λ(ξ)・n(1.12i5)2
2E(1一 ξ)ξ+2ζゾ
(A8)
・[1・ξ(1一ξ)(0.44・α2畷 接)2
?
?
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